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Komputerowe modelowanie wielko±ci losowych

Karol Fijaªkowski

Streszczenie Praca opisuje zagadnienia zwi¡zane z modelowaniem wielko±ci loso-
wych. Przedstawiono w niej tak»e wybrane metody komputerowego modelowania
liczb losowych.
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1 Generatory liczb losowych

Generator liczb losowych jest obliczeniowym lub �zycznym urz¡dzeniem przezna-
czonym do generowania sekwencji cyfr lub symboli, których nie mo»na racjonalnie
przewidzie¢ lepiej ni» przez losowy przypadek.

Ró»ne zastosowania losowo±ci doprowadziªy do rozwoju ró»nych sposobów gene-
rowania losowych danych, z których niektóre istniaªy ju» od czasów staro»ytnych.
W ich szeregach s¡ dobrze znane �klasyczne� przykªady, w tym rzut ko±¢mi, rzut
monet¡ , tasowanie kart do gry , korzystanie z ró»d»ek (do wró»enia ), a tak»e nie-
zliczona ilo±¢ innych technik. Ze wzgl¦du na mechaniczn¡ natur¦ tych metod, gene-
rowanie du»ych ilo±ci wystarczaj¡co losowych liczb (bardzo wa»ne w statystykach)
wymaga wiele pracy i czasu. Tak wi¦c, wyniki byªy czasem by¢ gromadzone i roz-
powszechniane jako tablice liczb losowych. Obecnie, po nadej±ciu obliczeniowych
generatorów liczb losowych, rosn¡ca liczba loterii i gier loteryjnych zacz¦ªa u»y-
wa¢ generatorów liczb losowych, zamiast bardziej tradycyjnych metod losowych.
Generatory liczb losowych wykorzystywane s¡ równie» w celu ustalenia odsetku
wygranych w nowoczesnych automatach do gier losowych.

Istnieje kilka metod obliczeniowych do generowania liczb losowych. Wiele z nich
jest blisko prawdziwej losowo±ci, chocia» mog¡ one speªnia¢, z ró»nym powodze-
niem, niektóre ze statystycznych testów na przypadkowo±¢ przeznaczonych do po-
miaru, jak nieprzewidywalne s¡ ich wyniki (to jest, do jakiego stopnia ich wzory
s¡ dostrzegalne). Jednak starannie zaprojektowane i kryptogra�cznie bezpieczne
komputerowe metody generowania liczb losowych równie» istniej¡, takie jak te
oparte na algorytmie krwawnika (Yarrow) , Fortuna (Generator Liczb Pseudolo-
sowych) i inne.[1]

1.1 Praktyczne zastosowania

Generatory liczb losowych maj¡ zastosowanie w hazardzie , próbkowaniu staty-
stycznym , symulacji komputerowej , kryptogra�i i innych obszarach, gdzie po-
»¡dane jest tworzenie nieprzewidywalnych efektów. Generalnie w aplikacjach, w
których nieprzewidywalno±¢ jest najwa»niejsza, na przykªad w aplikacjach bezpie-
cze«stwa, generatory sprz¦towe s¡ zwykle korzystniejsze ni» algorytmy pseudolo-
sowe, gdy jest to mo»liwe.

Generatory liczb losowych s¡ bardzo u»yteczne w tworzeniu metod symulacji
Monte Carlo, gdy» debugowanie jest tam uªatwione przez mo»liwo±¢ uruchomie-
nia jeszcze raz tej samej sekwencji liczb losowych, przez zaczynanie z tych samych
ziaren losowo±ci . S¡ one równie» wykorzystywane w kryptogra�i - tak dªugo, jak
ziarno jest tajne. Nadajnik i odbiornik mog¡ automatycznie generowa¢ ten sam
zestaw numerów, do wykorzystywania jako klucze.

Generowanie liczb pseudolosowych jest wa»nym i pospolitym zadaniem w progra-
mowaniu komputerowym. Podczas gdy kryptogra�a i niektóre algorytmy nume-
ryczne wymagaj¡ bardzo wysokiego stopnia pozornej przypadkowo±ci, wiele innych
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operacji wymaga tylko skromnej ilo±ci nieprzewidywalno±ci. Kilkoma prostymi
przykªadami mog¡ by¢: przedstawienie u»ytkownikowi �losowego cytatu dnia� lub
okre±lenie w jaki sposób mo»e poruszy¢ si¦ przeciwnik sterowany przez komputer
w grze komputerowej. Sªabsze formy losowo±ci stosowane s¡ w funkcjach skrótu
oraz w tworzeniu zamortyzowanego wyszukiwania oraz algorytmów sortowania.

Niektóre aplikacje, które na pierwszy rzut oka wydaj¡ si¦ by¢ przyst¦pne do rando-
mizacji, w rzeczywisto±ci nie s¡ tak proste. Na przykªad, system, który �przypad-
kowo� wybiera utwory muzyczne, musi tylko wydawa¢ si¦ losowy, a nawet mo»e
mie¢ sposoby na kontrolowanie wyboru muzyki. Prawdziwy losowy system nie
miaªby »adnych ogranicze« w pojawianiu si¦ tej samej pozycji dwa lub trzy razy
z rz¦du.

1.2 �Prawdziwie� a pseudolosowe liczby

Istniej¡ dwie gªówne metody wykorzystywane do generowania liczb losowych. Pierw-
sza metoda polega na pomiarze jakiego± stochastycznego zjawiska �zycznego, a na-
st¦pnie wyrównywaniu (kompensowaniu) potencjalnych odchyle« (bias) w procesie
pomiarowym. Przykªadowe ¹ródªa obejmuj¡ pomiar szumu atmosferycznego ,ciepl-
nego i innych zewn¦trznych zjawisk elektromagnetycznych i kwantowych. Na przy-
kªad kosmiczne promieniowanie lub rozpad promieniotwórczy mierzone w krótkich
czasach stanowi¡ ¹ródªa naturalnej entropii.[2]

Szybko±¢, z jak¡ entropia mo»e by¢ pobierana z naturalnych ¹ródeª zale»y od
zasad mierzonego zjawiska �zycznego. Zatem o ¹ródªach naturalnie wyst¦puj¡cej
�prawdziwej� entropii mówi si¦, »e blokuj¡ - s¡ ograniczone dopóki zebrane jest na
tyle entropii, aby speªni¢ dane wymogi. Na niektórych systemach uniksowych, w
tym wi¦kszo±ci dystrybucji Linuksa , plik pseudourz¡dzenia /dev/random b¦dzie
blokowa¢ a» do uzyskania wystarczaj¡cej entropii zebranej z otoczenia. W zwi¡zku
z tym zachowaniem blokuj¡cym, du»e odczyty z /dev/random , takie jak wypeª-
nianie dysku twardego losowymi bitami, cz¦sto mog¡ by¢ powolne w systemach
wykorzystuj¡cych ten typ ¹ródªa entropii.

Druga metoda wykorzystuje algorytmy obliczeniowe , mog¡ce wytwarza¢ dªugie
sekwencje pozornie przypadkowych wyników, które s¡ w rzeczywisto±ci caªkowicie
okre±lone przez krótsz¡ warto±¢ pocz¡tkow¡, znan¡ jako warto±¢ ziarna lub klucz
. W wyniku tego, caªa pozornie losowa sekwencja mo»e by¢ odtworzona je±li war-
to±¢ ziarna jest znana. Ten rodzaj generatora liczb losowych jest cz¦sto nazywany
generatorem liczb pseudolosowych. Ten typ generatora zazwyczaj nie opiera si¦
na ¹ródªach naturalnie wyst¦puj¡cej entropii, chocia» mo»e by¢ okresowo wspo-
magany ze ¹ródeª naturalnych. Ten rodzaj generatora jest bez blokowania, wi¦c
nie s¡ one ograniczone przez zdarzenia zewn¦trzne, dzi¦ki czemu odczyty wielko-
ilo±ciowe staj¡ si¦ mo»liwe.

Niektóre systemy przyjmuj¡ podej±cie hybrydowe, zapewniaj¡c losowo±¢ pozy-
skan¡ ze ¹ródeª naturalnych, je±li s¡ dost¦pne oraz wracanie do kryptogra�cznie
bezpiecznych generatorów liczb pseudolosowych, opartych na oprogramowaniu o
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okresowo zmiennym ziarnie losowo±ci. Wracanie to nast¦puje, gdy »¡dana szyb-
ko±¢ odczytu losowo±ci przekracza mo»liwo±ci podej±cia �pobierania naturalnego�,
aby nad¡»y¢ za danym »¡daniem. Takie podej±cie pozwala unikn¡¢ ograniczaj¡-
cego zachowania blokuj¡cego generatorów liczb losowych opartych na wolniejszych
i czysto ±rodowiskowych (�zycznych) metodach.

Podczas gdy generator liczb pseudolosowych oparty wyª¡cznie na logice determini-
stycznej nigdy nie mo»e by¢ uwa»any za �prawdziwe� ¹ródªo losowych liczb numer,
w najczystszym tego sªowa znaczeniu, w praktyce jest on na ogóª wystarczaj¡cy
nawet dla wymagaj¡cych aplikacji bezpiecze«stwa o znaczeniu krytycznym. Rze-
czywi±cie, starannie zaprojektowane i wdro»one generatory liczb pseudolosowych
mog¡ by¢ po±wiadczone dla celów kryptogra�cznych zabezpiecze« o krytycznym
znaczeniu, jak to ma miejsce z algorytmem krwawnika (Yarrow) i Fortuna. Ten
wcze±niejszy to podstawa do ¹ródªa entropii /dev/random we FreeBSD , AIX ,
OS X , NetBSD i innych. OpenBSD wykorzystuje równie» algorytm liczb pseudo-
losowych w oparciu o szyfr strumieniowy ChaCha20 znany jako arc4random.

2 Metody generowania

2.1 Metody �zyczne (sprz¦towe)

Najwcze±niejsze metody generowania liczb losowych, takie jak ko±ci, rzut monet¡
i ruletka, s¡ stosowane do dzi±, gªównie w grach i hazardzie, poniewa» s¡ zbyt
powolne dla wi¦kszo±ci zastosowa« w statystykach i kryptogra�i.

Fizyczny generator liczb losowych mo»e by¢ oparty na istotnie losowym atomowym
lub subatomowym zjawisku �zycznym, którego nieprzewidywalno±¢ pochodzi od
praw mechaniki kwantowej . �ródªa entropii obejmuj¡ rozpad promieniotwórczy,
szumy termiczne, szum lawinowy w diodach Zenera , dryf zegarowy , taktowanie
rzeczywistych ruchów na gªowicy odczytu/zapisu dysku twardego i szum radiowy.
Jednak»e zjawiska �zyczne i narz¦dzia u»yte do ich zmierzenia, na ogóª cechuj¡
si¦ asymetri¡ i systematycznymi odchyªami , które sprawiaj¡, »e ich wyniki nie s¡
jednolicie losowe. Ekstraktor losowo±ci, taki jak kryptogra�czna funkcja mieszania,
mo»e by¢ u»yty do zbli»ania si¦ do równomiernego rozkªadu bitów z niejednorod-
nie losowego ¹ródªa, chocia» z mniejsz¡ szybko±ci¡.

Zostaªy opracowane ró»ne pomysªowe sposoby gromadzenia tego entropicznych
informacji. Jedn¡ z technik jest uruchomienie funkcji skrótu na ramce strumienia
wideo z nieprzewidywalnego ¹ródªa. Generator sprz¦towy �Lavarand� u»ywaª tej
techniki z obrazami wielu lamp typu �lava� . Generator �HotBits� mierzy rozpadu
promieniotwórczy za pomoc¡ rurek Geigera-Mullera,[3] podczas gdy witryna �Ran-
dom.org� wykorzystuje ró»nice w amplitudzie haªasu atmosferycznego nagranego
zwykªym radiem.

Innym cz¦stym ¹ródªem entropii jest zachowanie czªowieka jako u»ytkownika sys-
temu. Podczas gdy ludzie nie s¡ uwa»ani za dobre generatory losowo±ci na »¡danie,
generuj¡ oni losowe zachowanie caªkiem dobrze w kontek±cie grania w gry strategii
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mieszanej. Niektóre programy komputerowe zwi¡zane z bezpiecze«stwem wyma-
gaj¡ od u»ytkownika, aby wykonaª dªug¡ seri¦ ruchów myszy lub wprowadzania
znaków z klawiatury. Sªu»y to do stworzenia wystarczaj¡cej entropii potrzebnej do
generowania losowych kluczy lub zainicjowania generatora liczb pseudolosowych.

2.2 Metody obliczeniowe

Wi¦kszo±¢ liczb losowych generowanych komputerowo u»ywa generatorów liczb
pseudolosowych, które s¡ algorytmami mog¡cymi automatycznie tworzy¢ dªugie
ci¡gi liczb losowych o dobrych wªa±ciwo±ciach, ale w ko«cu sekwencja powtarza
si¦ (lub wykorzystanie pami¦ci ro±nie bezgranicznie). Ten rodzaj liczb losowych
jest wystarczaj¡cy w wielu przypadkach, lecz nie s¡ one tak losowe, jak liczby
generowane z elektromagnetycznego szumu powietrza, stosowanego jako ¹ródªo
entropii.[4] Seria warto±ci generowanych przez takie algorytmy jest zasadniczo
okre±lona przez ustalon¡ liczb¦ zwan¡ ziarnem losowo±ci. Jednym z najbardziej
powszechnych generatorów liczb pseudolosowych jest liniowy generator przysta-
j¡cy, który wykorzystuje rekurencj¦

Xn+1 = (aXn + b)mod m (1)

do generowania liczb, gdzie a, b i m s¡ liczbami caªkowitymi, a Xn + 1 jest na-
st¦pny w X jako ci¡g liczb pseudolosowych. Maksymalna ilo±¢ liczb, któr¡ formuªa
mo»e wytworzy¢ jest moduª z �m� . W celu unikni¦cia pewnych nieprzypadkowych
wªa±ciwo±ci pojedynczego liniowego generatora przystaj¡cego, mo»na u»y¢ równo-
legle kilka takich generatorów liczb losowych o nieznacznie ró»nych warto±ciach
wspóªczynnika mno»¡cego �a�, z nadrz¦dnym generatorem liczb losowych, który
wybiera spo±ród kilku ró»nych generatorów.

Prost¡ metod¡ generowania liczb losowych jest tzw. metoda ±rodkowego kwadratu
zaproponowana przez Johna von Neumanna . Cho¢ prosta do wykonania, jej efekt
jest sªabej jako±ci. Ma bardzo krótki okres i powa»ne niedoci¡gni¦cia, takie jak to,
»e sekwencja wyj±ciowa jest prawie zawsze zbie»na do zera.

Wi¦kszo±¢ j¦zyków programowania zawiera funkcje lub procedury biblioteczne,
które dostarczaj¡ losowych generatorów liczb. Cz¦sto s¡ one zaprojektowane tak,
aby zapewni¢ losowy bajt, sªowo, lub liczb¦ zmiennoprzecinkow¡ o rozkªadzie jed-
nostajnym ci¡gªym mi¦dzy 0 i 1.

Jako±¢ czyli przypadkowo±¢ takich funkcji bibliotecznych bardzo si¦ ró»ni, od caª-
kowicie przewidywalnego wyniku, do kryptogra�cznie bezpiecznego. Domy±lny ge-
nerator liczb losowych w wielu j¦zykach, w tym Python, Ruby, R, IDL i PHP bazuje
na algorytmie Mersenne Twister i jest nie wystarczaj¡cy dla celów kryptogra�cz-
nych, co jest wyra¹nie podane w dokumentacji j¦zyka. Takie funkcje biblioteczne
cz¦sto maj¡ sªabe wªa±ciwo±ci statystyczne, a niektóre b¦d¡ powtarza¢ wzorce
po zaledwie kilkudziesi¦ciu tysi¡cach prób. Cz¦sto s¡ one inicjowane przy u»yciu
komputerowego zegara czasu rzeczywistego jako ziarna losowo±ci, poniewa» taki
zegar zwykle mierzy si¦ w milisekundach, du»o poza precyzj¡ czªowieka. Funkcje
te mog¡ zapewnia¢ wystarczaj¡c¡ losowo±¢ dla okre±lonych zada« (na przykªad
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gier wideo), ale nie nadaje si¦, gdy wymagana jest wysoka jako±¢ przypadkowo±ci,
na przykªad w zastosowaniach kryptogra�i, statystyce czy analizie numerycznej.

�ródªa liczb losowych o znacznie wy»szej jako±ci przypadkowo±ci s¡ dost¦pne na
wi¦kszo±ci systemów operacyjnych; na przykªad /dev/random na ró»nych wer-
sjach BSD, Linux, Mac OS X, IRIX i Solaris oraz CryptGenRandom dla Microsoft
Windows. Wi¦kszo±¢ j¦zyków programowania, w tym te wymienione powy»ej, za-
pewniaj¡ dost¦p do tych ¹ródeª o wy»szej jako±ci.

2.3 Generowanie warto±ci z rozkªadu prawdopodobie«stwa

Istnieje kilka metod generowania losowej liczby na podstawie funkcji g¦sto±ci praw-
dopodobie«stwa . Metody te obejmuj¡ przeksztaªcanie w ró»ny sposób liczby loso-
wej z rozkªadu jednostajnego. Z tego powodu, metody te dziaªaj¡ równie dobrze w
wytwarzaniu zarówno pseudolosowych i rzeczywi±cie losowych liczb. Jedna z me-
tod, zwana metod¡ inwersji , polega na integrowaniu si¦ z obszarem wi¦kszym ni»
lub równym liczbie losowej (która powinna by¢ generowana pomi¦dzy 0 i 1 dla do-
brego rozkªadu). Druga metoda, zwana metod¡ akceptacji-odrzucenia, polega na
wyborze warto±ci x i y oraz testowania, czy funkcja z x jest wi¦ksza od warto±ci
y. Je»eli tak, to warto±¢ x jest akceptowana. W przeciwnym razie warto±¢ x jest
odrzucana, a algorytm wykonuje kolejn¡ prób¦.[5]

3 Generowanie liczb psudolosowych za pomoc¡ komputera

3.1 Nieliniowe sprz¦»enie zwrotne

Jedn¡ z metod generowania liczby pseudolosowej za pomoc¡ komputera jest za-
stosowanie nieliniowego sprz¦»enia zwrotnego[6]

xk = F (xk−1, xk−2, ..., xk−q) (2)

� Funkcja F powinna zapewnia¢ jak nawi¦kszy okres ci¡gu {xk} (mo»na wyko-
rzysta¢ na przykªad operacj¦ wyznaczania reszty z dzielenia)

� Funkcja F powinna zapewni¢ odpowiednio regularny rozkªad warto±ci xk

3.2 Generowanie zmiennych losowych o okre±lonej f. g¦sto±ci
prawdopodobie«stwa

3.2.1 Metoda odwracania dystrybuanty (znana równie» jako inwersyjna)

W tej metodzie wa»ne jest posiadanie dobrego generatora zmiennych losowych o
rozkªadzie jednostajnym U [0, 1]. Zrealizowa¢ mo»na generator zmiennej losowej X,
o funkcji g¦to±ci prawdopodobie«stwa f(x), której dystrybuanta F (x) jest ±ci±le
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rosn¡ca.[6]

F (x) = P (X ≤ x) =
∫ x

−∞
f(x)dx (3)

-

6
F (x) = u

F−1(u)

u

1

0

Rysunek 1 Generowanie zmiennych losowych o okre±lonej funkcji g¦sto±ci prawdopodobie«-
stwa metod¡ odwracania dystrybuanty

Gdy dystrybuanta F (x) jest ±ci±le rosn¡ca, istnieje jej odwrotno±¢ F−1() i jest
dobrze okre±lona. Odwzorowanie dystrybuanty odwrotnej jest wzajemnie jedno-
znaczne.

u = F (x), u ∈ [0, 1] (4)

x = F−1(u), x ∈ R (5)

Warto±ci od 0 do 1 s¡ uprzywilejowane ze wzgl¦du na de�nicj¦ dystrybuanty.

Aby stworzy¢ generator liczb losowych dla okre±lonej funkcji g¦sto±ci prawdopo-
dobie«stwa nale»y:

� wyznaczy¢ dystrybuant¦ F (x) dla danej funkcji g¦sto±ci prawdopodobie«stwa,
� wyznaczy¢ wzór na odwrotno±¢ dystrybuanty F−1(u),
� wylosowa¢ warto±ci u z rozkªadu jednostajnego U [0, 1],
� obliczy¢ F−1(u).

3.2.2 Metoda odrzucania

Metoda odrzucania wykorzystuje rozkªad jednostajny z przedziaªu [0, 1] do ge-
nerowania innych rozkªadów. Polega ona na losowaniu punktów z pªaszczyzny i
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brania pod uwag¦ jedynie tych, które znajd¡ si¦ pod wykresem funkcji g¦sto±ci, a
odrzucaniem pozostaªych. Dzi¦ki temu otrzymuje si¦ punkty wylosowane zgonie z
rozkªadem, który chcieli±my osi¡gn¡¢ za pomoc¡ funkcji f .[6]

Za f(x) przyj¦to g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa zmiennej X, któr¡ chcemy zastoso-
wa¢, a za g(x) pomocnicz¡ g¦sto±¢ innej pomocniczej (prostej do wygenerowania)
zmiennej losowej. Zakªada si¦ »e istnieje c > 0, takie »e f(x) ≤ cg(x) dla ka»dego
x ∈ R.

Aby stworzy¢ generator liczb losowych dla okre±lonej funkcji g¦sto±ci prawdopo-
dobie«stwa nale»y:

� wygenerowa¢ liczby losowe x ze zbioru X o g¦sto±ci g(x) (np. metod¡ odwra-
cania dystrybuanty),

� wygenerowa¢ liczby losowe u ze zbioru U o g¦sto±ci rozkªadu jednostajnego
U [0, 1],

� stworzy¢ pary (x, y) = (x, cg(x)u) o rozkªadzie równomiernym na zbiorze Ag =
{(x, y) : x ∈ R, y ∈ [0, cg(x)]},

� nast¦pnie nale»y odrzuca¢ wcze±niej wygenerowane pary (x, y), takie które NIE
nale»¡ do zbioru Af = {(x, y) : x ∈ R, y ∈ [0, f(x)]}.

-

6

cg(x)

f(x)

g(x)

Rysunek 2 Generowanie zmiennych losowych o okre±lonej funkcji g¦sto±ci prawdopodobie«-
stwa metod¡ odrzucania
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Pozostan¡ tylko te pary, które b¦d¡ mie¢ rozkªad jednostajny na zbiorze Af

oraz speªnia¢ b¦d¡ warunek:
cg(x)u ≤ f(x) (6)

Warunki jakie powinna speªnia¢ metoda aby byªa nietrudna w zastosowaniu:

� dla funkcji f(x) powinno istnie¢ odpowiednie g(x),
� funkcja g(x) powinna by¢ prosta w generacji,
� funkcja g(x) powinna mo»liwie blisko �przebiega¢� nad funkcj¡ f(x), w celu

zagwarantowania du»ego odsetku przyj¦tych par.

4 Generowanie liczb losowych w praktyce

4.1 Przetwarzanie i kontrole statystyczne

Nawet u»ywaj¡c ¹ródªa wiarygodnych liczb losowych (na przykªad generatora
sprz¦towego), uzyskiwanie liczb, które s¡ caªkowicie nieobci¡»one wymaga ostro»-
no±ci. Ponadto zachowanie tych generatorów cz¦sto zmienia si¦ wraz z tempera-
tur¡, napi¦ciem zasilania, wiekiem urz¡dzenia lub innej ingerencji z zewn¡trz. Bª¡d
oprogramowania w procedurze generowania liczby pseudolosowej lub bª¡d sprz¦-
towy na u»ywanym sprz¦cie, mo»e by¢ podobnie trudne do wykrycia.

Generowane liczby losowe s¡ cz¦sto poddawane testom statystycznym przed ich
u»yciem, aby upewni¢ si¦, »e podstawowe ¹ródªo generatora nadal dziaªa, a na-
st¦pnie przetworzone w celu poprawy ich wªa±ciwo±ci statystycznych. Przykªa-
dem mo»e by¢ sprz¦towy generator liczb losowych TRNG9803, który wykorzy-
stuje pomiar entropii jako test sprz¦towy, a nast¦pnie przetwarza losowe sekwencje
za pomoc¡ rejestru przesuwnego szyfru strumieniowego. U»ywanie testów staty-
stycznych do sprawdzania poprawno±ci generowanych liczb losowych jest na ogóª
trudne. Wang i Nicol zaproponowali technik¦ badania statystycznego opart¡ na
odlegªo±ci, która u»ywana jest do okre±lenia sªabych stron kilku generatorów loso-
wych.

4.2 Inne uwagi

Liczby losowe o rozkªadzie jednostajnym pomi¦dzy 0 i 1 mog¡ by¢ u»ywane do
generowania liczb losowych o po»¡danym rozkªadzie poprzez przepuszczenie ich
przez odwrotn¡ dystrybuant¦ po»¡danego rozkªadu. Aby wygenerowa¢ par¦ sta-
tystycznie niezale»nych liczb losowych (x, y) o rozkªadzie normalnym, mo»na wy-
generowa¢ najpierw wspóªrz¦dne biegunowe (r, θ), gdzie r ∼ X2

2, a θ ∼ U(0, 2π).

Niektóre generatory liczb losowych zawieraj¡ 0, a nie zawieraj¡ 1, podczas gdy
inne zawieraj¡ lub nie zawieraj¡ obu.

Wyj±cia wielu niezale»nych generatorów liczb losowych mog¡ by¢ poª¡czone (na
przykªad za pomoc¡ operacji logicznej XOR), aby uzyska¢ ª¡czny generator liczb
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losowych przynajmniej tak dobry, jak najlepszy u»yty w nim generator. Okre±lane
jest to jako programowe wybielanie.

Obliczeniowe oraz sprz¦towe generatory liczb losowych s¡ czasami, aby odda¢ za-
lety obu tych rodzajów. Obliczeniowe generatory liczb losowych zazwyczaj mog¡
generowa¢ liczby pseudolosowe znacznie szybciej ni» generatory sprz¦towe, nato-
miast generatory sprz¦towe mog¡ generowa¢ �prawdziw¡ losowo±¢�.

4.3 Sekwencje o niskiej rozbie»no±ci jako alternatywa

Niektóre obliczenia wykorzystuj¡ce generator liczb losowych, mo»na okre±li¢ jako
obliczenie caªkowitej lub ±redniej warto±ci, jak na przykªad obliczenie caªki me-
tod¡ Monte Carlo. Do takich zada«, mo»liwe jest znalezienie bardziej dokªadnego
rozwi¡zania poprzez zastosowanie tak zwanych sekwencji niskiej rozbie»no±ci, zwa-
nych równie» jako quasi-losowe liczby. Takie sekwencje maj¡ okre±lony wzór, który
wypeªnia luki równomiernie. Prawdziwie losowa sekwencja mo»e, i zazwyczaj nie
pozostawia wi¦kszych luk.
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